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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìè-
êè ýëåêòðîíîâ â îíäóëÿòîðàõ ðàçëè÷íîãî òèïà. Îíäóëÿòîð ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðèáîð ñ ïåðèîäè÷åñêèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Îí èñêðèâëÿåò òðà-
åêòîðèþ ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íåãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà è, òåì ñàìûì, ôîðìè-
ðóåò èçëó÷åíèå. Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, äëèíà âîëíû ãåíåðèðóåìûõ êîëå-
áàíèé ïðèìåðíî â 4γ2 ìåíüøå äëèíû ïåðèîäà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðåëÿòè-
âèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ïó÷êà ñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé è â 2γ2 ìåíüøå �
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïåðèîäè÷åñêèì ìàãíèòíûì ïîëåì îíäóëÿòîðà. Çäåñü
γ = (1−v2/c2)−1/2 � ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ v. Ôàêò ðåëÿòèâèñòñêîãî ñîêðàùåíèÿ ãåíåðèðóåìîé äëèíû âîëíû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì ñòðóêòóðû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ, ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì è ïîçâîëÿåò â ïðèáîðàõ áîëüøèõ ðàçìåðîâ ãåíåðè-
ðîâàòü êîðîòêîâîëíîâûå êîëåáàíèÿ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñðåäè óñòðîéñòâ, ñîçäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêîå ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå, ñóùåñòâóåò ðàçäåëåíèå íà âèããëåðû, ïðåîáðàçîâàòåëè äëèíû
âîëíû è îíäóëÿòîðû [2]. Êàê èçâåñòíî, ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ ýëåêòðîíîâ ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñå ñ óãëîì ðàñòâîðà δ ∼ 1/γ, îñü
êîíóñà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîíà. Ïåðèîäè÷åñêîå
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âûçûâàåò îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ýëåêòðîíà îò
ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Äëÿ âèããëåðîâ ýòè îòêëîíå-
íèÿ âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ óãëîì ðàñòâîðà êîíóñà åñòåñòâåííîãî ñèíõðîòðîí-
íîãî èçëó÷åíèÿ, äàâàÿ â ðåçóëüòàòå øèðîêîïîëîñíîå èñïóñêàíèå âååðîîáðàç-
íîãî ïó÷êà ôîòîíîâ. Ïðåîáðàçîâàòåëè äëèíû âîëíû � ýòî âèããëåðû ñ ìàëûì
êîëè÷åñòâîì ïåðèîäîâ, ñîçäàþùèå áîëüøèå ïîëÿ íà îñè, ïðåäíàçíà÷åííûå
ñêîðåå íå äëÿ óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, à äëÿ ñäâèãàíèÿ ñïåê-
òðà èçëó÷åíèÿ â îáëàñòü ìàëûõ äëèí âîëí. Îíäóëÿòîðû âûçûâàþò ìàëûå
îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, ñðàâíèìûå ñ óãëîì ðàñòâîðà êîíóñà
åñòåñòâåííîãî ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ. Èçëó÷åíèå, èñïóùåííîå îòäåëüíû-
ìè ýëåêòðîíàìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå öåëîìó
÷èñëó ïåðèîäîâ îíäóëÿòîðà, èíòåðôåðèðóåò êîãåðåíòíî, äàâàÿ â ðåçóëüòàòå
èñïóñêàíèå îñòðîíàïðàâëåííîãî ïó÷êà ôîòîíîâ, êîòîðîå çàêëþ÷åíî â óçêèõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîëîñàõ íà ãàðìîíèêàõ îñíîâíîé ÷àñòîòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ìàãíèòíîå
ïîëå, èçìåíÿþùååñÿ ñèíóñîèäàëüíî By = B⊥ cos κz. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà (γ � 1), äâèæóùåãîñÿ ñî ñðåäíåé ñêî-
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ãäå K ≡ eB⊥/κmc � îòêëîíÿþùèé ïàðàìåòð. Ìàêñèìàëüíûå óãëîâîå îò-
êëîíåíèå ñêîðîñòè è àìïëèòóäà òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà åñòü K/γ è K/γκ ñî-
îòâåòñòâåííî. K, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ìåæäó óãëîì âååðà
èçëó÷åíèÿ è àïåðòóðîé êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, 1/γ. Òàêèì
îáðàçîì,K � 1 äëÿ âèããëåðîâ èK ≤ 1 äëÿ îíäóëÿòîðîâ. Â äàëüíåéøåì èçëî-
æåíèè íå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêîé êëàññèôèêàöèè, òàê êàê ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû íå áóäóò îò ýòîãî çàâèñåòü.

Îíäóëÿòîðû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñîçäàíèè ëàçåðîâ íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ
(ËÑÝ), â êîòîðûõ ðàáî÷èì òåëîì ÿâëÿåòñÿ ïó÷îê ðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ.
Ñõåìó ËÑÝ óïðîùåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà, íà
ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå êîòîðîãî óñòàíîâëåí îíäóëÿòîð. Äëÿ ôîêóñèðîâêè
ýëåêòðîííîãî ïó÷êà âäîëü îðáèòû íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà íàëîæåíî ïîñòî-
ÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå íàçûâàþò âåäóùèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ìåõà-
íèçì ðàáîòû òàêèõ óñòðîéñòâ îáüÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåêòðîíû,
âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïåðèîäè÷åñêèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì îíäóëÿòîðà,
ïðèîáðåòþò íåáîëüøóþ îñöèëëèðóþùóþ ñêîðîñòü â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà. Ýòî äâèæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü,
âëèÿåò íà ïðîäîëüíîå äâèæåíèå, âûçûâàÿ ïðîäîëüíóþ ãðóïïèðîâêó ýëåêòðî-
íîâ, è ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ â ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå.
Êîãäà ïðîäîëüíàÿ ãðóïïèðîâêà ïðîèñõîäèò â ìàñøòàáå äëèíû âîëíû èçëó÷å-
íèÿ, ïðîèñõîäèò óñèëåíèå èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ãðóïïèðîâêè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü èëè ñòàòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïî-
ëå èëè ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàïðÿæåííîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, îíäóëÿòîðíîå ïîëå èãðàåò ðîëü âîëíû íàêà÷êè. Îñíîâíàÿ òåõíè-
÷åñêàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñëå ïðîëåòà ÷åðåç îíäóëÿòîð
âîçâðàòèòü ýëåêòðîííûé ïó÷îê íà ðàâíîâåñíóþ îðáèòó íàêîïèòåëüíîãî êîëü-
öà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü îòêëîíåíèå ýëåêòðîíîâ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïðîëåòà îáëàñòè âçà-
èìîäåéñòâèÿ.

ËÑÝ ìîæåò ðàáîòàòü è êàê ãåíåðàòîð è êàê óñèëèòåëü. Â êîíñòðóêöèè
ãåíåðàòîðà ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå íàõîäèòñÿ âíóòðè îïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà.
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Èçëó÷åíèå, èñïóùåííîå ýëåêòðîíàìè, óäåðæèâàåòñÿ âíóòðè ðåçîíàòîðà ñ ïî-
ìîùüþ çåðêàë, ìîäóëèðóÿ òàêèì îáðàçîì ýëåêòðîííûé ïó÷îê. Êîãåðåíòíîå
èçëó÷åíèå óñèëèâàåòñÿ è ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ïîëóïðîçðà÷íîå çåðêàëî, ñòàíî-
âÿñü ëàçåðíûì ëó÷îì, ïðèãîäíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Â êîíñòðóêöèè óñè-
ëèòåëÿ ýëåêòðîííûé ïó÷îê ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ñîîñíî ñ âõîäíûì ëàçåðíûì ëó÷îì æåëàåìîé äëèíû âîëíû. Âçàèìî-
äåéñòâèå êîëåáëþùèõñÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ëàçåðíîãî ëó÷à
âûçûâàåò ãðóïïèðîâêó ýëåêòðîíîâ â ñãóñòêè, èìåþùèå ôîðìó äèñêîâ, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Èñïóùåííûå
ôîòîíû íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâîé ôàçå äðóã ñ äðóãîì, ñ èçëó÷åíèåì, èñïó-
ùåííûì ýëåêòðîíàìè â ñãóñòêàõ è ñ âõîäíûì ëàçåðíûì ñèãíàëîì. Èçëó÷åíèå
ìîæåò ðàñòè è èç øóìà (ôîíîâîãî èçëó÷åíèÿ) áåç ïîìîùè çàòðàâî÷íîãî ëà-
çåðà, ñîçäàâàÿ ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå, êîòîðîå ñàìî ñåáÿ óñèëèâàåò.

Ëàçåðíàÿ ñðåäà â ËÑÝ � ýëåêòðîííûé ïó÷îê â âàêóóìå ÿâëÿåòñÿ íåðàçðó-
øàåìîé ñðåäîé è íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé ïî ïëîòíîñòè ïðîïóñêàåìîãî èç-
ëó÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, îáû÷íûå ëàçåðû èñïîëüçóþò àòîìíûå ïåðåõîäû
è, êîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè óâåëè÷èâàåòñÿ, íàãðåòàÿ ñðåäà âçàèìîäåéñòâóåò
ñ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì, èñêàæàÿ ôàçîâûé ôðîíò è óõóäøàÿ êà÷åñòâî ëó-
÷à. Ê ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ êà÷åñòâ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà, êàê ñðåäû ëàçåðà,
îòíîñèòñÿ òàêæå òî, ÷òî ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, èçëó÷àåìûõ êîëåá-
ëþùèìèñÿ ýëåêòðîíàìè, â ïðèíöèïå, íå îãðàíè÷åíà êàê ñî ñòîðîíû íèçêèõ,
òàê è âûñîêèõ ÷àñòîò; ÷òî ýëåêòðîííûå ïó÷êè ìîãóò èìåòü î÷åíü âûñîêèå
ìîùíîñòè, è ïîýòîìó ïðè ÊÏÄ ëàçåðà íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ îêîëî 10%
îí áóäåò äîñòàòî÷íî ìîùíûì. Êðîìå òîãî, â îáû÷íûõ ëàçåðàõ óñèëåíèå èëè
ãåíåðàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ âîçìîæíû òîëüêî íà ñòðîãî îïðå-
äåëåííûõ ÷àñòîòàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ ðàáî÷åãî òåëà. Â
ËÑÝ ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ ìîæíî óñèëèâàòü èçëó÷åíèå, îïðåäåëÿþòñÿ òàêèìè
ïàðàìåòðàìè, êàê íàïðÿæåííîñòü è õàðàêòåðíûé ðàçìåð ìàêðîñêîïè÷åñêîãî
ïîëÿ, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà è äð. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ ýíåðãèÿ ôîòîíà, èñïóùåííîãî â çàäàííîì íàïðàâëåíèè, òàêæå ôèêñè-
ðîâàíà. Îäíàêî â ËÑÝ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð ýíåðãèþ
ýëåêòðîíà è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ) ìîæíî èçìåíÿòü, íå íàðóøàÿ êîíñòðóê-
öèè ñàìîãî ïðèáîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàíèÿ
ñïåêòðà ÷àñòîò, íà êîòîðûõ ìîæíî îñóùåñòâèòü ãåíåðàöèþ èëè óñèëåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûë êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðî-
öåññîâ â ËÑÝ. Ýëåêòðîí â ËÑÝ èçëó÷àåò â ýëåìåíòàðíîì àêòå êâàíò, ýíåðãèÿ
êîòîðîãî âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ýíåðãèè èñõîäíîé ÷àñòèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò êàæ-
äîìó ýëåêòðîíó â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì íàêà÷êè èçëó÷èòü ìíîãî
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êâàíòîâ. Ïîýòîìó äâèæåíèå è èçëó÷åíèå ÷àñòèö ìîãóò áûòü îïèñàíû óðàâíå-
íèÿìè êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Àíàëèç äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ çàðÿäîâ â ïîëå îíäóëÿòîðà îáû÷íî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà èíòåãðèðîâàíèè
ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âçàèìî-
äåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñó-
ùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ è ëèøàåò ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû íàãëÿäíîñòè. Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ çàäà÷
íåëèíåéíîé äèíàìèêè íîñèò, êàê èçâåñòíî, èñêëþ÷èòåëüíûé õàðàêòåð. À òî÷-
íîå ðåøåíèå õîðîøî ïîòîìó, ÷òî ïîìèìî óñòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöå-
íîê ïîçâîëÿåò â ïðîñòîé ôîðìå îáúÿñíèòü êà÷åñòâåííûå ñòîðîíû ïðîèñõîäÿ-
ùèõ ïðîöåññîâ, ïîìîãàåò ïîíÿòü ñóòü ÿâëåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè ýëåêòðîíîâ â îíäóëÿòîðå
íóæíî ðåøàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà è Ìàêñâåëëà. Äëÿ ìîíîýíåðãå-
òè÷åñêîãî, îäíîðîäíîãî ïî ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîãî ïó÷êà ñàìîñîãëàñîâàííûå
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå, èìåþò âèä [8]

∂f
∂t

+ vz
∂f
∂z

+ e
{
~E + 1

c [~v ( ~B1 + ~B⊥)]
}
∂f
∂~p

= 0,

rot ~B1 = 1
c
∂ ~E1
∂t
− 4π

c e
∫
~vf(~r, ~p, t)d~p,

rot ~E1 = −1
c
∂ ~B1
∂t

,

div ~E‖ = −4πe
∫
f(~r, ~p, t)d~p,

ãäå f(~r, ~p, t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ~p = m~vγ � ìåõàíè÷åñêèé èìïóëüñ,

~E = ~E1 + ~E‖,

~E1 = E1
2 (~ex + i~ey)e

−iω1t+iκ1z + ê.ñ.

� ïîëå èçëó÷åíèÿ,

~E‖ =
E‖
2
~eze
−iω‖t+κ‖z + ê.ñ.

� ïîëå ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà,

~B⊥ = B⊥(~ex cos κz + ~ey sin κz)

� ïîïåðå÷íîå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå îíäóëÿòîðîì.

Ýòà ñèñòåìà ñèëüíî íåëèíåéíà è î÷åâèäíî, ÷òî ðåøèòü åå àíàëèòè÷åñêè
êðàéíå ñëîæíî. Ïîýòîìó ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ. Íå áóäåì ó÷è-
òûâàòü âëèÿíèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ. Íå áóäåì òàêæå
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ó÷èòûâàòü êîëëåêòèâíûå ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå ïîëåì ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà, ò.å. âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ â ïó÷êå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ çàêîíà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â çàäàííîì âíåøíåì ïîëå
îíäóëÿòîðà, ò.å. ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà{

m~̈r = e ~Eγ + e
c [~̇v ~B],

Ė = e(~̇r ~E),

ãäå E = mc2γ � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà. Òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîáñòâåí-
íîìó âðåìåíè τ , êîòîðîå ñâÿçàíî ñ ëàáîðàòîðíûì âðåìåíåì ñîîòíîøåíèåì
dτ = dt/γ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà, àíàëèç âëèÿíèÿ ïîëÿ îíäóëÿòîðà íà îòêëîíåíèå
çàðÿäà îò îñè.

1 ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ
Â ÑÏÈÐÀËÜÍÎÌ ÎÍÄÓËßÒÎÐÅ

Â ýòîé ÷àñòè èññëåäóåì ïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ â ñïèðàëüíîì îíäóëÿòîðå
áåç âåäóùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü ðàñ÷åòû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííûì
â ïóíêòå 1.1.

1.1 ÌÀÃÍÈÒÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ
ÑÏÈÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÍÄÓËßÒÎÐÀ

Ìàãíèòíîå ïîëå âèíòîâîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü ñîçäàíî ïðîâîäÿùåé
ïåòëåé, îáðàçîâàííîé äâóìÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèðàëÿìè èç
ëèíåéíîãî èëè ëåíòî÷íîãî ïðîâîäà, ïðè÷åì îäíà èç íèõ îáðàçóåò ïðÿìîé, à
äðóãàÿ îáðàòíûé ïðîâîä ïåòëè òîêà. Ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òàêîé ñè-
ñòåìîé, â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ρ, ϕ, z) èìååò âèä [4]

Bρ(ρ, ϕ, z) = −8I
c κ2a

∑
n=1,3,5,···

I ′n(nκρ)K ′n(nκ)sinαn
α cosn(ϕ− κz),

Bϕ(ρ, ϕ, z) = −8I
cρκa

∑
n=1,3,5,···

In(nκρ)K ′n(nκa)sinαn
α sinn(ϕ− κz),

Bz(ρ, ϕ, z) = −κρBϕ(ρ, ϕ, z),

(1.1.1)

ãäå I � òîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïåòëþ; c � ñêîðîñòü ñâåòà; κ = 2π/λ, λ �
øàã ñïèðàëåé; a � ðàäèóñ ñïèðàëåé; l = λN , N � ÷èñëî âèòêîâ; 2α � óãîë,
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ïîä êîòîðûì âèäíî ñå÷åíèå êàæäîé èç ëåíò ïëîñêîñòüþ z = const; In, Kn,
I ′n, K

′
n � ôóíêöèè Èíôåëüäà è Ìàêäîíàëüäà (ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà

÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà) è èõ ïðîèçâîäíûå. Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè
ìàãíèòíîé ñèñòåìû, à êîîðäèíàòà ϕ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò óãëà, îïðåäåëÿþùåãî
ñðåäíþþ ëèíèþ ïåðâîé ëåíòû â ïëîñêîñòè z = 0.

Â ïðèëîæåíèè À.1 ïðèâåäåíû ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèé In, Kn, I ′n, K

′
n ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà è ïîêàçàíî, ÷òî îñ-

íîâíîé âêëàä â ñóììó ðÿäîâ (1.1.1) âíîñÿò ñëàãàåìûå ñ n = 1. Ïîýòîìó áóäåì
ïðåíåáðåãàòü ñëàãàåìûìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêàì.
Òîãäà âûðàæåíèÿ (1.1.1) ïðèíèìàþò âèä

Bρ = 2B⊥

[
I0(κρ)− 1

κρI1(κρ) sin(ϕ− κz)
]
,

Bϕ = 2B⊥κρ I1(κρ) cos(ϕ− κz),

Bz = −2B⊥I1(κρ),

(1.1.2)

ãäå

B⊥ = −4I

c
κ2aK ′1(κa)

sinα

α
. (1.1.3)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå ñîîòíîøåíèå (ñì. íàïðèìåð [5])

I ′ν(z) = Iν−1(z)− ν

z
Iν(z).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Iν â ñòåïåííîé ðÿä (ñì. íàïðè-
ìåð [5])

Iν(z) =
∞∑
n=0

(z
2

)2n+ν

n! Γ(n+ ν + 1)
,

âáëèçè îñè κρ� 1 ïîëó÷àåì

Bρ = B⊥ sin(ϕ− κz),
Bϕ = B⊥ cos(ϕ− κz),
Bz = 0.

(1.1.4)

Ïåðåéäåì ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì. Òàê êàê

~ex = ~eρ sinϕ+ ~eϕ cosϕ,
~ey = −~eρ cosϕ+ ~eϕ sinϕ,
~ez = ~ez,

òî

~B = ~eρB⊥ sin(ϕ−κz)+~eϕB⊥ cos(ϕ−κz) = B⊥[~eρ(sinϕ cos κz−cosϕ sin κz)+

+ ~eϕ(cosϕ cos κz + sin κϕ sin κz)] = B⊥(~ex cos κz + ~ey sin κz).
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè κρ� 1 èìååì

Bx = B⊥ cos κz,
By = B⊥ sin κz,
Bz = 0.

(1.1.5)

Ýòèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.1.5) è áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ.

1.2 ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Êàê ïîêàçàíî âî ââåäåíèè, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðåëÿòèâèñòñêèõ
ýëåêòðîíîâ â ïîëå îíäóëÿòîðà ïðè íåêîòîðûõ ïðèáëèæåíèÿõ ìîæåò áûòü ñâå-
äåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà äëÿ çàðÿäà âî âíåø-
íåì ïîëå {

m~̈r = e ~Eγ + e
c [~̇v ~B],

Ė = e(~̇r ~E).
(1.2.1)

Â íàøåì ñëó÷àå

~E = 0, ~B⊥ = B⊥(~ex cos κz + ~ey sin κz), (1.2.2)

ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé
ẍ = ω⊥ż sin κz,
ÿ = −ω⊥ż cos κz,
z̈ = −ω⊥(ẋ sin κz − ẏ cos κz),
γ̇ = 0,

(1.2.3)

ãäå ω⊥ = |e|B⊥/mc B⊥, |e| = −e
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè ýëåêðîíà, èìååì ñèñòåìó

íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

Ïðè âëåòå â îíäóëÿòîð (z = 0) ýëåêòðîí çàíèìàåò íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå

x(0) = x0 = 0, y(0) = y0 = 0, z(0) = z0 = 0. (1.2.4)

Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ñ÷èòàåì ïðîèçâîëüíîé

ẋ(0) = ẋ0, ẏ(0) = ẏ0, ż(0) = ż0 > 0. (1.2.5)

1.3 ÇÀÊÎÍ ÄÂÈÆÅÍÈß

Â ýòîì ïóíêòå íàéäåì êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà êàê ôóíêöèè ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè τ , à çíà÷èò è êàê ôóíêöèè ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè t, òàê êàê èç (1.2.3)
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ñëåäóåò ÷òî ìåæäó τ è t ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü τ = t/γ, γ = const (Ýòî
áûëî çàðàíåå èçâåñòíî, òàê êàê â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ýíåðãèÿ ýëåê-
òðîíà ñîõðàíÿåòñÿ). Èíòåãðèðóÿ îäèí ðàç ñèñòåìó (1.2.3), ó÷èòûâàÿ (1.2.4) è
ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ux =
ẋ

c
, uy =

ẏ

c
, uz =

ż

c
, K =

ω⊥
cκ
, (1.3.1)

ïîëó÷àåì 
ux = (ux0 +K)−K cos κz,
uy = uy0 −K sin κz,
u̇z = −κK(ux sin κz − uy cos κz),
γ = const.

(1.3.2)

Âåëè÷èíó K íàçûâàþò ïàðàìåòðîì îíäóëÿòîðà.

Èç ñèñòåìû (1.3.2) âèäíî,÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ïåðâûõ äâóõ åå óðàâíåíèé
â òðåòüå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñè-
ìîñòè z(τ), êîòîðîå ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò âèä

u̇z = −cκu⊥0K sin(κz + ϕ0), (1.3.3)

ãäå

u⊥0 =
√

(ux0 +K)2 + u2
y0, sinϕ0 = − uy0

u⊥0
, cosϕ0 =

ux0 +K

u⊥0
(1.3.4)

Ýòî óðàâíåíèå ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé

ϕ = κz + ϕ0, ω2 = c2κ2u⊥0K (1.3.5)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ ïðîñòîãî ìàÿòíèêà

ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0, (1.3.6)

ðåøåíèå êîòîðîãî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [7]). Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

u =
1

2

√
ϕ̇2

0 + 4ω2 sin2 ϕ0

2
τ + F (ϕ\m) (1.3.7)

è ïàðàìåòð

m =
4ω2

ϕ̇2
0 + 4ω2 sin2 ϕ0

2

, (1.3.8)

òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

sin
ϕ

2
= sn(u|m). (1.3.9)
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Çäåñü sn(u|m) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè, F (ϕ\m) � ýëëèïòè÷åñêèé
èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Îïðåäåëåíèå ýòèõ ôóíêöèé, à òàêæå äðóãèõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì, ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè A.2.

Áóäåì ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m.

1-é ñëó÷àé, m < 1.

sin
ϕ

2
= sn(u|m), ϕ 6 ϕ <∞

èëè
ϕ = 2(−1)k arcsin sn(u|m) + 2πk, k = 0, 1, 2, . . . ,

ò.å. ôàçà ϕ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì u.

2-é ñëó÷àé, m = 1.

sin
ϕ

2
= thu, ϕ0 6 ϕ <

π

2

èëè
ϕ = 2 arcsin thu,

ò.å. ôàçà ϕ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê π/2 ñ óâåëè÷åíèåì u. Çäåñü èñïîëü-
çîâàíî, ÷òî [5]

sn(u|1) = thu

� ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.

3-é ñëó÷àé, m > 1 (0 < 1/m < 1).

sin
ϕ

2
=

1√
m

sn(
√
mu| 1

m
), −ϕmax 6 ϕ 6 ϕmax, ϕmax = 2 arcsin

1√
m
,

èëè

ϕ = 2 arcsin

[
1√
m

sn(
√
mu| 1

m
)

]
,

ò.å. ôàçà ϕ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì u, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ
îò −ϕmax äî ϕmax. Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå [5]

sn(u|m) =
1√
m

sn(
√
mu| 1

m
) ïðè m > 0.

Â íàøåì ñëó÷àå, èç (1.3.1) è (1.3.5) èìååì

u =
1

2
cκ
√
a+ b τ + F (

ϕ0

2
\m), m =

2b

a+ b
, (1.3.10)

ãäå
a = (γ2 − 1)− u2

⊥0 −K2, b = 2u⊥0K. (1.3.11)
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Âûÿñíèì ñìûñë âåëè÷èí a è b. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3.2)
èìååì γ = const. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u2
z = (γ2 − 1)− u2

x − u2
y.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ux è uy èç òîé æå ñèñòåìû (1.3.2), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

u2
z = a+ b cosϕ, (1.3.12)

ò.å. b ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé êîëåáàíèÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè u2
z îêîëî ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ a.

Çíàÿ ϕ(τ), èç (1.3.5) ïîëó÷àåì

z(τ) = −ϕ0

κ
+

2

κ
am(u|m). (1.3.13)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ x(τ) è y(τ) ïîäñòàâèì (1.3.13) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (1.3.2). Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî

cos(2 amu− ϕ0) = cos(2 amu) cosϕ0 + sin(2 amu) sinϕ0 =

= (1− 2 sn2 u) cosϕ0 + 2 snu cnu sinϕ0,

sin(2 amu− ϕ0) = sin(2 amu) cosϕ0 − cos(2 amu) sinϕ0 =

= 2 snu cnu cosϕ0 − (1− 2 sn2 u) sinϕ0.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ [5]

m

u∫
0

sn2 t dt = −E(u) + u,
d

du
dnu = −m snu cnu.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì çàêîí äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà

x(τ) =(ux0 +K)

(
1 +

a

2u⊥0

)
cτ −

√
a+ b

κu2
⊥0
×

× {(ux0 +K)[E(u|m)− E(uo|m)] + uy0[dn(u|m)− dn(u0|m)]} ,

y(τ) =uy0

(
1 +

a

2u2
⊥0

)
cτ +

√
a+ b

κu2
⊥0
×

× {−uy0[E(u|m)− E(u0|m)] + (ux0
+K)[dn(u|m)− dn(u0|m)]} ,

z(τ) =− ϕ0

κ
+

2

κ
am(u|m),

(1.3.14)
ãäå

u0 = u|τ=0 = F (
ϕ0

2
\m). (1.3.15)
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Åñëè ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà βz0 çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïîïåðå÷íûõ
ñêîðîñòåé βx0 è βy0, ò.å.

βx0 � βz0, βy0 � βz0 (1.3.16)

èëè
ux0 � uz0, uy0 � uz0, (1.3.17)

òî èç (1.3.10) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà m

m ' 4K2

u2
z0
. (1.3.18)

Îòñþäà íàõîäèì ãðàíè÷íóþ ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé îäíî ðåøåíèå ïåðåõîäèò
â äðóãîå, ïîëîæèâ m = 1

(uz0)m = 2K (1.3.19)

èëè, ó÷èòûâàÿ ÷òî uz0 = γβz0 = βz0(1− β2
z0)
−1/2, íàõîäèì

(βz0)m =
2K√

1 + 4K2
. (1.3.20)

Åñëè βz0 < (βz0)m, òî m > 1; åñëè βz0 = (βz0)m, òî m = 1; åñëè βz0 > (βz0)m,
òî m < 1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñïåöèàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [8]

ux0 = −K, uy0 = 0. (1.3.21)

Ïðè íèõ ñèñòåìà (1.3.2) ïðèíèìàåò âèä
ux = −K cos κz,
uy = −K sin κz,
uz = 0.

(1.3.22)

Åå ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ
x(τ) = −R sin Ωτ,
y(τ) = −R(1− cos Ωτ),

z(τ) = Ωτ
κ ,

(1.3.23)

ãäå

R ≡ K

κuz0
=

β⊥0

κβ||0
, Ω = cκuz0. (1.3.24)

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè ñ ðà-
äèóñîì R è ÷àñòîòîé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ Ω. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî
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ïîëó÷èòü è èç íàéäåíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ (1.3.14) ïðè ïðîèçâîëüíîé íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè, ïîäñòàâèâ â íåãî (1.3.21).

Â ñëó÷àå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ

ux0 � uz0, uy0 � uz0, γ � 1, (1.3.25)

ñëåäîâàòåëüíî

m =
4K2

u2
z0

=
4K2

γ2 � 1.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.3.25) â (1.3.14) ïîëó÷àåì òàêóþ æå òðàåêòîðèþ, êàê è (1.3.23),
ò.å. âèíòîâóþ ëèíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå òîæå ìîæíî áûëî ñðàçó ïîëó÷èòü îòâåò,
ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó (1.3.2) z = ct.

Ïîëîæèì òåïåðü íà÷àëüíûå ïîïåðå÷íûå ñêîðîñòè ðàâíûìè íóëþ

ux0 = uy0 = 0. (1.3.26)

Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ (1.3.24) ïðèíèìàåò âèä
x(τ) = uz0

κK [u− E(u|m)] ,

y(τ) = uz0
κK [dn(u|m)− 1] ,

z(τ) = 2
κ am(u|m),

(1.3.27)

ãäå

m =
4K2

u2
z0
.

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ïðè m < 1 ýëåêòðîí ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñìåùà-
åòñÿ âäîëü îñè x è êîëåáëåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé âäîëü îñè y.

Ïðè m = 1 
x(τ) = uz0

κK (u− thu) ,

y(τ) = uz0
κK

(
1

chu
− 1
)
,

z(τ) = 2
κ arcsin thu.

(1.3.28)

1.4 ÎÒÊËÎÍÅÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÀ ÎÒ ÎÑÈ ÎÍÄÓËßÒÎÐÀ

Ïóñòü ρ2 = x2 + y2 � îòêëîíåíèå ýëåêòðîíà îò îñè îíäóëÿòîðà, îáóñëîâ-
ëåííîå ìàãíèòíûì ïîëåì. Òðåáóåòñÿ íàéòè ρ = ρ(z). Äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü
x(z) è y(z). Èç (1.3.13) èìååì

u = F (
ϕ

2
\m), ϕ = κz + ϕ0, (1.4.1)
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èëè, ó÷èòûâàÿ (1.3.10),

cτ =
2

κ
√
a+ b

[
F (
ϕ

2
\m)− F (

ϕ0

2
\m)

]
. (1.4.2)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.4.1), (1.4.2) â çàêîí äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà (1.3.14) ïîëó-
÷àåì

x(z) = (ux0 +K)
(

1 +
a

2u2
⊥0

)2
[
F (
ϕ

2
\m)− F (

ϕ0

2
\m)

]
κ
√
a+ b

−
√
a+ b

κu2
⊥0
×

×
{

(ux0 +K)
[
E(
ϕ

2
\m)− E(

ϕ0

2
\m)

]
+ uy0

(√
1−m sin2 ϕ

2
−
√

1−m sin2 ϕ0

2

)}
,

y(z) = uy0

(
1 +

a

2u2
⊥0

)2
[
F (
ϕ

2
\m)− F (

ϕ0

2
\m)

]
κ
√
a+ b

−
√
a+ b

κu2
⊥0
×

×
{
−uy0

[
E(
ϕ

2
\m)− E(

ϕ0

2
\m)

]
+ (ux0 +K)

(√
1−m sin2 ϕ

2
−
√

1−m sin2 ϕ02

)}
.

Ïðåîáðàçóåì ýòè âûðàæåíèÿ ê âèäó
x(z) = 1

κu2
⊥0

[
(ux0 +K)I(

ϕ
2 \m)− uy0(uz − uz0)

]
,

y(z) = 1
κu2
⊥0

[
uy0I(

ϕ
2 \m)− (ux0 +K)(uz − uz0)

]
,

(1.4.3)

ãäå

I(ϕ\m) =
2u2
⊥0 + a√
a+ b

[
F (
ϕ

2
\m)− F (

ϕ0

2
\m)

]
−
√
a+ b

[
E(
ϕ

2
\m)− E(

ϕ0

2
\m)

]
.

(1.4.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü [10], ÷òî

I(ϕ\m) = u2
⊥0I1(ϕ\m)− u⊥0KI2(ϕ\m), (1.4.5)

ãäå

I1(ϕ\m) =

ϕ∫
ϕ0

dθ√
a+ b cos θ

, I2(ϕ\m) =

ϕ∫
ϕ0

cos θ dθ√
a+ b cos θ

, (1.4.6)

a è b îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.3.11).

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.4.3) íàõîäèì

ρ2(z) =
1

κ2u2
⊥0

[
I2(ϕ\m) + (uz − uz0)2] . (1.4.7)

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû íà÷àëüíûõ óñëîâèé
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1. ux0 = −K, uy0 = 0. Èç (1.4.3){
x(z) = −R sin κz,
y(z) = −R(1− cos κz),

(1.4.8)

ãäå

R =
K

κuz0
=

β⊥
κβ||0

, (1.4.9)

ò.å. òî æå, ÷òî è (1.3.24). Îòñþäà

ρ2(z) = 2R2 sin2 κz. (1.4.10)

2. ux0 � uz0, uy0 � uz0. Ïîëó÷àåì òå æå ñîîòíîøåíèÿ (1.4.8).

3. ux0 = uy0 = 0.  x(z) = 1
κKI(ϕ\m),

y(z) = 1
κK (uz − uz0),

(1.4.11)

ρ2(z) =
1

κ2K2

[
I2(ϕ\m) + (uz − uz0)2] . (1.4.12)

Ïðè

ε =
K

uz0
� 1

èìååì {
x(z) = ε

κ (κz − sin κz),
y(z) = 0,

(1.4.13)

ρ(z) = x(z) =
ε

κ
(κz − sin κz). (1.4.14)

Ò.å. ïðîëåò ýëåêòðîíà ñêâîçü ìàãíèòíóþ ñèñòåìó îíäóëÿòîðà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ñìåùåíèåì åãî îò îñè ñèñòåìû, ïðîïîðöèîíàëüíûì ε â ïåðâîé ñòåïåíè.

2 ÑÏÈÐÀËÜÍÛÉ ÎÍÄÓËßÒÎÐ
Ñ ÂÅÄÓÙÈÌ ÌÀÃÍÈÒÍÛÌ ÏÎËÅÌ

Â ýòîé ÷àñòè èññëåäóåì äèíàìèêó ýëåêòðîíà â ñïèðàëüíîì îíäóëÿòîðå ñ
âåäóùèì ìàãíèòíûì ïîëåì, ñîçäàâàåìûì íàêîïèòåëüíûì êîëüöîì.

2.1 ÈÑÕÎÄÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ïðè ðàñ÷åòàõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî îíäóëÿòîðîì, òàêîå æå, êàê â ÷àñòè 1 (ñì. (1.1.5))

~B⊥ = B⊥(~ex cos κz + ~ey sin κz). (2.1.1)
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Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, îíäóëÿòîð óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïðÿìîëè-
íåéíîì ó÷àñòêå íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà, ïîýòîìó âåäóùåå ìàãíèòíîå ïîëå â
îíäóëÿòîðå ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì è íàïðàâëåííûì âäîëü åãî îñè

~B|| = B||~ez. (2.1.2)

Òàêèì îáðàçîì,

~E = 0, ~B = B⊥(~ex cos κz + ~ey sin κz) +B||~ez (2.1.3)

è óðàâíåíèÿ (1.2.3) ïðèíèìàþò âèä
ẍ = −ω||ẏ + ω⊥ż sin κz,
ÿ = ω||ẋ− ω⊥ż cos κz,
z̈ = −ω(ẋ sin κz − ẏ cos κz),
γ̇ = 0,

(2.1.4)

ãäå ω⊥ = |e|B⊥/mc, ω|||e|B||/mc, e = −|e|; ò.å. îïÿòü èìååì ñèñòåìó íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäåì ñ÷èòàòü òàêèìè æå, êàê (1.2.4), (1.2.5)

x0 = y0 = z0 = 0; ẋ0, ẏ0, ż0 > 0 - ëþáûå. (2.1.5)

2.2 ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈß

Â ýòîì ïóíêòå íàéäåì êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Èí-
òåãðèðóÿ îäèí ðàç óðàâíåíèÿ (2.1.4) è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.1.5),
ïîëó÷àåì 

ẋ = (ẋ0 + ω⊥κ )− ω||y − ω⊥κ cos κz,
ẏ = ẏ0 + ω||x− ω⊥κ sin κz,
z̈ = −ω⊥(ẋ sin κz − ẏ cos κz)
γ = const.

(2.2.1)

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò êîíñòàíò (ẋ0 + ω⊥/κ) è ẏ0, ñäåëàåì ëèíåéíóþ
çàìåíó ïåðåìåííûõ

x̃ = x+
ẏ0

ω||
, ỹ = y − ẋ0 + ω⊥/κ

ω||
, z̃ = z. (2.2.2)

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (2.2.1) èìåþò âèä
˙̃x = −ω||ỹ − ω⊥κ cos κz,
˙̃y = ω||x̃− ω⊥κ sin κz,
z̈ = −ω⊥( ˙̃x sin κz − ˙̃y cos κz),
γ = const.

(2.2.3)
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Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è, ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò [9]

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, ψ = κz − ϕ,
x̃ = r cos θ, ỹ = r sin θ, χ = κz − θ, (2.2.4)

òîãäà óðàâíåíèÿ (2.2.3) ïðèíèìàþò âèä
ṙ = −ω⊥κ cosχ,

rϕ̇ = ω||r − ω⊥κ sinχ,
z̈ = ω||ω⊥r cosχ,
γ = const.

(2.2.5)

Ïîäñòàâëÿÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2.5) cosχ = −κṙ/ω⊥ â òðåòüå,
ïîëó÷àåì

z̈ = −ω||κrṙ,
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

σ = −1

2
κω||r2, (2.2.6)

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

σ = ż − ż0 (2.2.7)

� èçìåíåíèå ïðîäîëüíîãî èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïðè ïðîëåòå ÷åðåç îíäóëÿòîð.

Ñîîòíîøåíèå (2.2.6) âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèåì ïðîäîëüíîãî èì-
ïóëüñà è îòêëîíåíèåì ýëåêòðîíà îò îñè îíäóëÿòîðà. Ïðèìåì âî âíèìàíèå
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2.5) γ = const. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.2.2)
è (2.2.4) îíî ïðèíèìàåò âèä

ż2 = c2(γ2−1)− ẋ2− ẏ2 = c2(γ2−1)− ˙̃x2− ˙̃y2 = c2(γ2−1)− ṙ2− r2θ̇2. (2.2.8)

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2.5) â (2.2.8), ïîëó÷àåì

ż2 = ż2
0 = ω2

||r
2 + 2

ω||ω⊥

κ
sinχ

èëè [
(σ + ż)2 − ż2

0 + ω||r
2]2 = 4

ω2
||ω

2
⊥

κ2 r2 sin2 χ. (2.2.9)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.2.5) è èç (2.2.6) íàõîäèì

sin2 χ = 1 +
1

2

κ2

ω2
||ω

2
⊥

σ̇2

σ
. (2.2.10)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.2.10) â (2.2.9) è íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

σ̇2 =
1

4
κ2P4(σ), (2.2.11)

ãäå
P4(σ) = σP3(σ), P3(σ) = −(σ3 + a1σ

2 + a2σ + a3);

a1 = 4(ż0 −
ω||
κ ), a2 = 4(ż0 −

ω||
κ )2, a3 = 8

ω||ω
2
⊥

κ3 .
(2.2.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè σ îò τ ,
à ñëåäîâàòåëüíî è äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè z îò τ . Åñëè íàéäåì z(τ), òî
èç ñîîòíîøåíèé (2.2.2), (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) è (2.2.7) ìîæíî áóäåò íàéòè

x(τ) = − ẏ0
ω||

+

√
−2(ż − ż0)

κω|| cos

κz − arccos

[
− κ
ω⊥

z̈√
−2κω||(ż − ż0)

] ,

y(τ) =
ẋ0 + ω⊥/κ

ω||
+

√
−2(ż − ż0)

κω|| sin

κz − arccos

[
− κ
ω⊥

z̈√
−2κω||(ż − ż0)

] ,

(2.2.13)

Ðåøèì óðàâíåíèå (2.2.11). Èçâëåêàÿ êîðåíü, èìååì

σ̇ = ±κ
2

√
P4(σ). (2.2.14)

Òàê êàê σ̇|τ=0 < 0, òî îñòàâëÿåì çíàê "−". Îòñþäà

τ = − 2

κ

σ∫
0

dξ√
P4(σ)

, (2.2.15)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = 1/x, òîãäà

τ =
2

κ

1/σ∫
−∞

dx

Q3(x)
, (2.2.16)

ãäå
Q3(x) = −(a3x

3 + a2x
2 + a1x+ 1), (2.2.17)

êîýôôèöèåíòû a1, a2, a3 òå æå, ÷òî è â (2.2.12).

Êàê èçâåñòíî, òàêîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê ýëëèïòè÷åñêîìó
èíòåãðàëó [5]. Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí Q3(x) â âèäå

Q3(x) = −a3(x− λ)(x− µ)(x− ν), a3 > 0, (2.2.18)
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λ, µ è ν � êîðíè Q3(x). Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé λ,
µ è ν áóäåì ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ.

1-é ñëó÷àé; λ, µ, ν � âåùåñòâåííûå, λ 6 µ 6 ν, λ 6 ν. Ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííîé

x = ν − ν − λ
sin2 ϕ

(2.2.19)

ïîëó÷àåì

τ =
4

κ
√
a3(ν − λ)1/2F (ϕσ\m), (2.2.20)

ãäå

ϕσ = arcsin

√
ν − λ
ν − 1/σ

, m =
ν − µ
ν − λ

(0 6 m 6 1), (2.2.21)

F (ϕσ\m) � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. (Ñì. ïðèëîæåíèå A.2) Îòñþäà

σ(τ) =

[
ν − ν − λ

sn2(u|m)

]−1

, (2.2.22)

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

u = Aτ, A =
1

4
κ
√
a3(ν − λ)1/2. (2.2.23)

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = snu ïðè èíòåãðèðîâàíèè (2.2.22), íàõîäèì

z(τ) =
1

Aν
[(1 + νż0)u− Π(n;u|m)], (2.2.24)

ãäå
n =

ν

ν − λ
(2.2.25)

� õàðàêòåðèñòèêà ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà 3-ãî ðîäà Π(n;u|m), îïðåäåëåíèå
êîòîðîãî ïðèâåäåíà â ïðèëîæåíèè À.2.

Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà m = 0 è m = 1, ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë
Π(n;u|m) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Êàê âèäíî èç (2.2.25),
â íàøåì ñëó÷àå n > 1, ïîýòîìó

ïðè m = 0 (λ < µ = ν)

Π(n;u|0) =
1√
n− 1

arcth(
√
n− 1 tg u), (2.2.26)

ãäå

arcthu =
1

2
ln

1 + u

1− u
� ãèïåðáîëè÷åñêèé àðêòàíãåíñ;
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ïðè m = 1 (λ = µ < ν)

Π(n;u|1) =
1

n− 1

[√
n

2
ln

1 +
√
n thu

1−
√
n thu

− ln(shu+ chu)

]
. (2.2.27)

2-é ñëó÷àé; λ, µ, ν � âåùåñòâåííûå, λ = µ = ν. Ýòîò ñëó÷àé íå ñâîäèòñÿ
ê 1-ìó, òàê êàê çäåñü ïàðàìåòð m íå îïðåäåëåí (ñì. (2.2.21)). Ïðè λ = µ = ν
èíòåãðàë â (2.2.16) ëåãêî áåðåòñÿ

τ =
4

κ
√
a3

(
λ− 1

σ

)−1
. (2.2.28)

Îòñþäà

σ(τ) =
v2

λv2 − 1
, (2.2.29)

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

v = Bτ, B =
1

4
κ
√
a3. (2.2.30)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

z(τ) =



1
Bλ

[
(1 + λż0)v − 1√

−λ
arcth

√
−λ v

]
ïðè λ < 0,

1
B

(
ż0v + v3

3

)
ïðè λ = 0,

1
Bλ

[
(1 + λż0)v − 1

2
√
λ

ln λv + 1
λv − 1

]
ïðè λ > 0.

(2.2.31)

3-é ñëó÷àé; λ � âåùåñòâåííûé êîðåíü, µ = ν∗ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå
(Imµ 6= 0). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí Q3(x) èìååò âèä

Q3(x) = −a3(x− λ)(x2 + px+ q), a3 > 0,

ãäå (x2 + px+ q) > 0 ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ èíòåãðàëà â (2.2.16) ê ýëëèïòè÷åñêîìó èíòåãðàëó ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííîé

x = λ−
√
λ2 + pλ+ q tg2 ψ

2
, (2.2.32)

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

τ =
2

κ
√
a3(λ

2 + pλ+ q)1/4 [2K(k)− F (ψσ\k)], (2.2.33)

ãäå

ψσ = 2 arctg

(
λ− 1/σ√
λ2 + pλ+ q

)1/2

, k =
1

2

(
1 +

λ+ p/2√
λ2 + pλ+ q

)
; (2.2.34)
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K(k) = F (
π

2
\k)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøå-
íèå [5]

F (sπ ± ϕ\m) = sK(m)± F (ϕ\m), s = 0,±1,±2, . . . .

Ïîêàæåì, ÷òî 0 < k < 1. Òàê êàê λ2 +pλ+ q > 0 ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì
λ, òî äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îòðèöàòåëåí, ò.å. p2−4q < 0,
ïîýòîìó

λ2 + pλ+ q =
(
λ+

p

2

)2
+
(
q − p2

4

)
>
(
λ+

p

2

)2
.

Îòñþäà

−1 <
λ+ p/2√
λ2 + pλ+ q

< 1

èëè

0 <
1

2

(
1 +

λ+ p/2√
λ2 + pλ+ q

)
< 1.

Èç (2.2.33) è (2.2.34) èìååì

σ(τ) =

(
λ−

√
λ2 + pλ+ q

1 + cn(2w|k)

1− cn(2w|k)

)−1

, (2.2.35)

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

w = Cτ, C =
1

4
κ
√
a3(λ

2 + pλ+ q)1/4. (2.2.36)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

z(τ) =
1

Cb

{
(1 + bż0)w +

1

2

a

b− a
Π(l; 2w|k)−

− 1

2

b

b− a
1√
l − k

arcth
[√
l − k sd(2w|k)

]}
, (2.2.37)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a =
√
λ2 + pλ+ q − λ, b =

√
λ2 + pλ+ q + λ;

l = b2

b2 − a2 (l > 1)
(2.2.38)

� õàðàêòåðèñòèêà ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà 3-ãî ðîäà Π(l; 2w|k),

sd(2w|k) =
sn(2w|k)

dn(2w|k)
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� ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè.

Ïðè ïîëó÷åíèè (2.2.37) ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó [5]

Π(n;ϕ\0) =
1√
n− 1

arcth
(√

n− 1 tgϕ
)

ïðè n > 1.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òðè ðåøåíèÿ (2.2.24), (2.2.31) è (2.2.37) ïåðåõî-
äÿò äðóã â äðóãà.

Òåïåðü, êîãäà íàéäåíî z(τ) äëÿ âñåõ òðåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé λ, µ è ν, ìîæíî îïðåäåëèòü x(τ) è y(τ) ïî ôîðìóëàì
(2.2.13).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, êàêîé èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ ñîîòâåòñòâóåò ñó-
ùåñòâóþùèì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì, âûïèøåì â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ
êîðíåé λ, µ, ν ìíîãî÷ëåíà (2.2.17), êîòîðûé ïåðåïèøåì â âèäå

Q3(x) = a3(x
3 + b2x

2 + b1x+ b0), (2.2.39)

ãäå

b0 =
1

a3
=

1

8

κ3

ω2
⊥ω||

, b1 =
a1

a3
= 4b0δ, b2 =

a2

a3
= 4b0δ

2; δ = ż0 −
ω||
κ
.

(2.2.40)
Êàê âèäíî, êîðíè λ, µ è ν íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

z3 + b2z
2 + b1z + b0 = 0. (2.2.41)

Ðåøåíèå êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíî â [5].Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

q = b1
3 −

b22
9 , r = b1b2 − 3b0

6 − b32
27;

D = q3 + r2
(2.2.42)

� äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü
s1 =

(
r +
√
D
)1/3

, s2 =
(
r −
√
D
)1/3

; (2.2.43)

òîãäà
z1 = (s1 + s2)− b2

3 ,

z2 = −s1 + s2
2 − b2

3 + i

√
3

2 (s1 − s2),

z3 = −s1 + s2
2 − b2

3 − i
√

3
2 (s1 − s2)

(2.2.44)

� êîðíè óðàâíåíèÿ (2.2.41).
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Åñëè D > 0, òî èìååòñÿ îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ. Åñëè D = 0, òî âñå êîðíè âåùåñòâåííû è ïî êðàéíåé ìåðå
äâà èç íèõ ðàâíû. Åñëè D < 0, òî âñå êîðíè âåùåñòâåííû (íåïðèâîäèìûé
ñëó÷àé).

Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû b0, b1, b2 èìåþò âèä (2.2.40), ïîýòîìó

r =
8

3
b20δ

3 − 1

2
b0 −

64

27
b30δ

6, D =
1

4
b20 −

8

27
b30δ

3. (2.2.45)

Èññëåäóåì çíàê äèñêðèìèíàíòà D. Ïîäñòàâëÿÿ (2.2.40) â (2.2.45), èìååì

D =
1

32c3
1

K2K||

[
1− 4

27

(uz0 −K||)3

K2K||

]
, (2.2.46)

ãäå

K|| =
ω||
cκ
, (2.2.47)

à K è uz0 îïðåäåëÿþòñÿ (1.3.1).

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé (2.2.44) âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íàÿ ñêî-
ðîñòü ýëåêòðîíà (uz0)m, ïðè êîòîðîé äèñêðèìèíàíò D ìåíÿåò çíàê. Ýòà ñêî-
ðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

D = 0. (2.2.48)

Îòñþäà

(uz0)m = K|| +
(27

4
K2K||

)1/3
. (2.2.49)

Ïðè uz0 > (uz0)m D 6 0 è ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (2.2.24) (1-é ñëó÷àé). Ïðè
uz0 < (uz0)m D > 0 è ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (2.2.37) (3-é ñëó÷àé). Äëÿ òîãî
÷òîáû ðåàëèçîâàëîñü ðåøåíèå (2.2.31) (2-é ñëó÷àé, λ = µ = ν), êàê âèäíî èç
(2.2.44), íåîáõîäèìî ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

s1 = 0, s2 = 0, (2.2.50)

èëè, ó÷èòûâàÿ (2.2.43),
r = 0, D = 0. (2.2.51)

Òàê êàê r è D îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (2.2.45), òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ðàâåíñòâà (2.2.50) è (2.2.51) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî íè ïðè êà-
êèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà. Ïîýòîìó ðåìåíèå
(2.2.31) íèêîãäà íå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ è ðàññìàòðèâàòü åãî
áîëüøå íå áóäåì.
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2.3 ÀÌÏËÈÒÓÄÀ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÐÀÄÈÓÑÀ
ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÉ ÎÐÁÈÒÛ

Íàéäåì îòêëîíåíèå ýëåêòðîíà îò ðàâíîâåñíîé îðáèòû íàêîïèòåëüíîãî êî-
ëüöà â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïðîëåòà ÷åðåç îíäóëÿòîð, ò.å. íàéäåì ρ(z). Ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.2.2) è (2.2.4) ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ρ è r

ρ2 = x2+y2 =
(
x̃− ẏ0

ω||

)2
+
(
ỹ+

ẋ0 + ω⊥/κ
ω||

)2
= r2+2

cu⊥0

ω||
r sin(θ+ϕ0)−

c2u2
⊥0

ω2
||
,

(2.3.1)
ãäå u⊥0 è ϕ0 îïðåäåëÿþòñÿ (1.3.4). Èç ñîîòíîøåíèé (2.2.5), (2.2.6) è (2.2.7)
ìîæíî âûðàçèòü r è θ ÷åðåç σ

r =

√
−2σ

κω||
, θ = κz − arccos

[√ κ
2ω2
⊥ω||

(σ + ż0)σ
′

√
−σ

]
, (2.3.2)

øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî z, σ′ = dσ/dz. Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî

σ̇ =
dσ

dz

dz

dτ
= σ′(σ + ż0). (2.3.3)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàéäåì σ(z), òî ïî ôîðìóëàì (1.3.1) è (2.3.2) ìîæíî
îïðåäåëèòü ρ(z).

Ðàññìîòðèì 1-é ñëó÷àé (âñå êîðíè λ, µ, ν âåùåñòâåííûå). Èç (2.2.22) èìååì

u = F (ϕσ\m), (2.3.4)

ãäå ϕσ îïðåäåëÿåòñÿ (2.2.21).

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.4) â (2.2.24) íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó z è σ

z =
1

Aν
[(1 + νż0)F (ϕσ\m)− Π(n;ϕσ\m)] . (2.3.5)

Â 3-ì ñëó÷àå (îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ)
èç (2.2.35) è (2.2.36)

w = F (ψσ\m), (2.3.6)

ãäå ψσ îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.2.35). Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.6) â (2.2.37) íàõîäèì

z =
1

Cb

{
(1 + bż0)F (ψσ\m) +

1

2

a

b− a
Π(l;ψσ\k)−

− 1

2

b

b− a
1√
l − k

arcth
[√
l − k sd(2w|k)

]}
. (2.3.7)
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Êàê âèäíî, èç ñîîòíîøåíèé (2.3.5) è (2.3.7) íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíóþ
çàâèñèìîñòü σ = σ(z). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñäåëàòü ïðèáëèæåíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ðàçðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî σ è, ñòàëî áûòü, íàéòè
ïðèáëèæåííóþ çàâèñèìîñòü ρ = ρ(z).

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà

uz0 ≥ 1, ω � ω⊥, ω � ω||, (2.3.8)

ãäå ω ≡ 2πc/λ, λ � ïåðèîä îíäóëÿòîðà. Òîãäà èç âûðàæåíèé (2.2.40) è (2.2.45)
ñëåäóåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò D < 0. Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå
(2.3.5), èç êîòîðîãî èìååì

F (ϕσ\m) =
A

ż0 + 1/ν

[
z +

Π(n;ϕσ\m)

Aν

]
. (2.3.9)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2.2.23) è (2.2.24), ïîëó÷àåì

1

Aν
' 24

π

1

u3
z0

ω2
⊥ω||

ω3 λ� λ, (2.3.10)

ò.å. âêëàäîì âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (2.3.9) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (2.2.21) è (2.2.23), íàõîäèì

σ(z) ' − 6c

γ2β2
z0

ω2
⊥ω||

ω3

sin2 κz
2

3− sin2 κz
2

. (2.3.11)

Òåïåðü, çíàÿ σ(z), ïî ôîðìóëàì (2.3.1), (2.3.2) ìîæíî îïðåäåëèòü ρ(z).

3 ÝËÅÊÒÐÎÍ Â ÏÎËÅ ÑÒÎß×ÅÉ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ

3.1 ÇÀÊÎÍ ÄÂÈÆÅÍÈß

Èññëåäóåì äâèæåíèå ýëåêòðîííîãî ïó÷êà â ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

~E = E(−~ex + ~ey) cos(ωt− κz), ~H = −E(~ex + ~ey) cos(ωt− κz). (3.1.1)

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü îò z
íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå ýëåêòðîíà è òðàåêòîðèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Ïîýòîìó â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïîëå ñòîÿ÷åé óñðåäíåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

~E =
E√

2
(−~ex + ~ey) cosωt, ~H = − E√

2
(~ex + ~ey) cosωt. (3.1.2)
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Åñëè ñ÷èòàòü ýëåêòðîííûé ïó÷îê íåðåëÿòèâèñòñêèì, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
âëèÿíèåì ñèëû Ëîðåíöà íà òðàåêòîðèþ ýëåêòðîíîâ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëÿ
(3.1.2) â ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà (1.2.1) ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

ẍ = ε√
2
cγω cosωt,

ÿ = − ε√
2
cγω cosωt,

z̈ = 0,
cγ̇ = ε√

2
ω(ẋ− ẏ) cosωt,

(3.1.3)

ãäå

ε =
|e|E
mωc

(3.1.4)

� ïàðàìåòð âîëíû. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïÿòü áóäåì ñ÷èòàòü òàêèìè æå, êàê
(1.2.7), (1.2.8). Çàìåòèì, ÷òî

ṫ =
dt

dτ
= γ(t), (3.1.5)

ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ îäèí ðàç ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1.3), ïîëó-
÷àåì 

ẋ = ẋ0 + ε√
2
c sinωt,

ẏ = ẏ0 − ε√
2
c sinωt,

ż = ż0,

cγ̇ = ε√
2
ω(ẋ− ẏ) cosωt.

(3.1.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû â ïîñëåäíåå, èìååì

cγ
dγ

dt
=

ε√
2
ω
[
(ẋ0 − ẏ0) +

√
2εc sinωt

]
cosωt.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî

γ̇ =
dγ

dt
ṫ = γ

dγ

dt
. (3.1.7)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

γ(t) =

√
γ2

0 +

√
2ε

c
(ẋ0 − ẏ0) sinωt+ ε2 sin2 ωt, (3.1.8)

ãäå
γ0 = γ|t=0. (3.1.9)
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Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïîëîæèì

ẋ0 = ẏ0. (3.1.10)

Èç ñèñòåìû (3.1.6) è èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1.5) èìååì

dz

dt
=

ż0

γ(t)
,

îòñþäà îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè z(t) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

z(t) =

t∫
0

ż0 dξ√
γ2

0 + ε2 sin2 ωξ
. (3.1.11)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé

sin θ =

√
1 + p2 sinωξ√
1 + p2 sin2 ωξ

, p =
ε

γ0
(3.1.12)

ïðèõîäèì ê ýëëèïòè÷åñêîìó èíòåãðàëó 1-ãî ðîäà

z(t) =
ż0

ω

√
1−m
γ0

F (ϕ\m), (3.1.13)

ãäå

sinϕ =

√
1 + p2 sinωt√
1 + p2 sin2 ωt

, m =
p2

1 + p2 =
ε2

γ2 + ε2 (0 < m < 1) (3.1.14)

� ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà F (ϕ\m) (ñì. ïðèëîæåíèå A.1).

Îïÿòü ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.1.5), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâûõ äâóõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.6), íàõîäèì çàêîí äâèæåíèÿ

x(t) = 1√
2
c
ω [arcsin

√
m− arcsin(

√
m cosωt)] ,

y(t) = −x(t),

z(t) =

√
1−m
γ0

ż0
ω F (ϕ\m).

(3.1.15)

3.2 ÑÌÅÙÅÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÀ

Íàéäåì îòêëîíåíèå ýëåêòðîíà îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïðîëåòà îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòêëî-
íåíèå ýëåêòðîíà îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(z), ρ2 = x2+y2. Èç (3.1.13), (3.1.14) èìååì

sinωt =
√

1−m sd
( γ0ωz√

1−m ż0
|m
)
, cosωt = cd

( γ0ωz√
1−m ż0

|m
)
, (3.2.1)

28



ãäå

sd(u|m) =
sn(u|m)

dn(u|m)
, cd(u|m) =

cn(u|m)

dn(u|m)

� ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè. Ïîäñòàâëÿÿ (3.2.1) â çàêîí äâèæåíèÿ (3.1.15),
íàõîäèì

ρ2(z) = 2x2(z) =
c

ω

{
arcsin

√
m− arcsin

[√
m cd

( γ0ωz√
1−m ż0

|m
)]}

. (3.2.2)

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå è äëÿ ýíåðãèè E = mc2γ = E(z)

γ(z) = γ0(z)

√
1 +m sd2

( γ0ωz√
1−m ż0

|m
)
. (3.2.3)

Çíàÿ çàâèñèìîñòü γ(z) ìîæíî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíóþ äëèíó îáëàñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîé ýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè ýëåêòðîíà áóäóò ìàêñè-
ìàëüíûìè, ò.å. áóäåò ïðîèñõîäèòü íàèáîëüøåå óñèëåíèå èçëó÷åíèÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèïëîìå.

1. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ïðè-
áëèæåííîì ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì ïîëå ñïèðàëüíîãî îíäóëÿòîðà, à òàêæå îò-
êëîíåíèå ýëåêòðîíà îò îñè ìàãíèòíîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïðî-
ëåòà ÷åðåç îíäóëÿòîð ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

2. Íàéäåí àíàëèòè÷åñêèé âèä çàêîíà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ïðèáëèæåí-
íîì ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì ïîëå ñïèðàëüíîãî îíäóëÿòîðà ñ ó÷åòîì âåäóùåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ. Ïðîâåäåí àíàëèç çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðàäèóñà ýëåêòðîí-
íîé îðáèòû îò äëèíû ïðîëåòà îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ.

3. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà-Ëîðåí-
öà äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå ñòîÿ÷åé ýëåêðîìàãíèòíîé âîëíû, à òàêæå îòêëîíåíèå
ýëåêòðîíà îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò äëèíû ïðîëåòà îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîêàçàëî õîðîøåå èõ ñîâïàäåíèå.

4. Ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ ÷àñòåé áûëè ïðåäñòàâëåíû íà êîíôåðåíöèè
îòäåëåíèÿ ÿäåðíîé ôèçèêè, ïðîõîäèâøåé â Ìîñêâå 16-20 íîÿáðÿ 1998 ãîäà.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèç.- ìàò. íàóê Õàïàåâó À. Ì. è êàíäè-
äàòó ôèç.- ìàò. íàóê Òåðíîâñêîìó Â. Â. çà ïîìîùü è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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A ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Âñå ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè [5].

A.1 ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ
ÐÀÇËÎÆÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ In, Kn, I ′n, K

′
n

ÏÐÈ ÁÎËÜØÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÏÎÐßÄÊÀ

Iν(νz) ∼ 1√
2πν

eνη

(1 + z2)1/4

[
1 +

∞∑
k=1

uk(t)

νk

]
,

Kν(νz) ∼
√

π
2ν

e−νη

(1 + z2)1/4

[
1 +

∞∑
k=1

(−1)k
uk(t)

νk

]
,

I ′ν(νz) ∼ 1√
2πν

(1 + z2)1/4

z eνη
[
1 +

∞∑
k=1

vk(t)

νk

]
,

K ′ν(νz) ∼ −
√

π
2ν

(1 + z2)1/4

z e−νη
[
1 +

∞∑
k=1

(−1)k
vk(t)

νk

]
,

ãäå

η =
√

1 + z2 + ln
z

1 +
√

1 + z2
, t =

1√
1 + z2

è uk(t), vk(t) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

u0(t) = 1, u1(t) = 3t− 5t3

24 , u2(t) = 81t2 − 462t4 + 385t6

1152 , . . . ,

uk+1(t) = 1
2t

2(1− t2)u′k(t) + 1
8

∫
0

(1− 5t2)uk(t)dt (k = 0, 1, 2, . . . ),

v0(t) = 1, v1(t) = −9t+ 7t3

24 , v2(t) = −135t2 + 594t4 − 455t6

1152 , . . . ,

vk(t) = uk(t) + t(t2 − 1)
[

1
2uk−1(t) + tu′k−1(t)

]
(k = 1, 2, 3, . . . ).

Êîãäà ν → +∞ ýòè ðàçëîæåíèÿ ðàâíîìåðíû ïî z â ñåêòîðå | arg z| 6 1
2π− ε,

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Èç ýòèõ ðàçëîæåíèé èìååì

In(nκρ)K ′n(nκa) ∼ − 1

2n

e−n(ηa−ηρ)

κa

(
1 + κa
1 + κρ

)1/4

,

ãäå
ηa = η|z=κa, ηρ = η|z=κρ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ñóììó ðÿäîâ (1.1.1) âíîñÿò ñëàãàåìûå
ñ n = 1.
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A.2 ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ
È ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà

u = F (ϕ\m) = F (ϕ|m) =

ϕ∫
0

dθ√
1−m sin2 θ

=

=

x∫
0

dt√
(1− t2)(1−mt2)

, x = sinϕ = sn(u|m),

ãäå m � ïàðàìåòð, ϕ = am(u|m) = arcsin sn(u|m) � àìïëèòóäà, (îïðåäåëåíèå
sn(u|m) ñì. íèæå).

Ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà

E(ϕ\m) = E(u|m) =

ϕ∫
0

√
1−m sin2 θ dθ =

x∫
0

√
1−mt2

1− t2
dt, x = sinϕ = sn(u|m).

Ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 3-ãî ðîäà

Π(n;ϕ\m) = Π(n;u|m) =

ϕ∫
0

dθ

(1− n sin2 θ)
√

1−m sin2 θ
=

=

x∫
0

dt

(1− nt2)
√

(1− t2)(1−mt2)
, x = sinϕ = sn(u|m),

ãäå n � õàðàêòåðèñòèêà.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè

sinϕ = sn(u|m), cosϕ = cn(u|m), ∆(ϕ) =

√
1−m sin2 ϕ = dn(u|m).

Â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè àìïëèòóäà ϕ = am(u|m) çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïðåäåëàõ îò −π/2 äî π/2. Óñëîâèìñÿ, îäíàêî, â íàøåì èçëîæåíèè äëÿ
óäîáñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ = am(u|m) = Arcsin sn(u|m),

ãäå
α = Arcsinx = (−1)k arcsinx+ πk, k = 0,±1,±2, . . .

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ sinα = x, ò.å. àìïëèòóäà ϕ, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò
ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.
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