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Выведена феноменологическая модель двухфазной намагничивающейся сре-
ды с несжимаемыми фазами, магнитная проницаемость которой зависит от темпе-
ратуры и объемной концентрации диспергированной фазы, в диффузионном 
приближении и проведено сравнение с многоскоростной моделью такой среды. 
Показана возможность вычисления феноменологических коэффициентов в уравне-
нии для вектора диффузии диспергированной фазы в диффузионной модели, если 
вычислены термомагнитная сила, действующая на включения в магнитной жидко-
сти, и известна сила трения, действующая на включения. С использованием 
выражений для термомагнитной силы, полученных ранее, вычислены феноменоло-
гические коэффициенты в уравнении для вектора диффузии. 

Введение. Дисперсные намагничивающиеся жидкие среды могут со-

стоять из жидкости носителя (магнитной жидкости или обычной жидкости) 

и диспергированных в ней различных включений: твердых частиц, капель 
другой жидкости или пузырей. Вещество, из которых состоят включения, 

имеет отличные от жидкости-носителя магнитные свойства. В качестве 

жидкости-носителя может быть магнитная жидкость, которая сама является 
дисперсной средой, т.к. она есть коллоидный раствор нанометровых фер-

ромагнитных частиц в обычной жидкости. Из-за малости ферромагнитных 

частиц и их броуновского движения магнитную жидкость можно рассмат-

ривать как однородную среду, в которой нет направленного движения час-

тиц относительно жидкости-носителя. При этом размеры включений в маг-

нитной жидкости: частиц, капель и пузырей, должны быть значительно 

больше размеров ферромагнитных частиц, например, эти включения имеют 

размеры больше или порядка микрометра. На включения в магнитной жид-

кости в присутствии магнитного поля могут действовать магнитные силы, 

связанные с неоднородностью магнитного поля или с неоднородностью 

магнитной проницаемости магнитной жидкости. Неоднородность магнит-

ной проницаемости магнитной жидкости может быть связана с неоднород-

ностью температуры, т.к. магнитная проницаемость зависит от температу-

ры. Построение диффузионных моделей таких сред проводилось ранее без 
учета перекрестных эффектов между вектором диффузии и вектором пото-

ка тепла [1]. Вычисление коэффициентов в уравнении диффузии проводи-

лось при сравнении диффузионной модели  и  следствий из многоскорост-
ной модели без учета тепловых эффектов в [2]. Построение модели, учиты-

вающей температурные эффекты и вычисление феноменологических ко-

эффициентов на основе микроскопических теорий, ранее не проводилось. 
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Ранее авторами этой статьи были получены выражения для термомагнит-

ной силы, действующей на сферическое тело и на эллипсоид вращения, в 

неоднородно нагретой магнитной жидкости [3], [4]. 

В этой работе будет выведена феноменологическая модель двухфаз-

ной намагничивающейся среды с несжимаемыми фазами, магнитная про-

ницаемость которой зависит от температуры и объемной концентрации 

диспергированной фазы, в диффузионном приближении и проведено срав-

нение ее со следствиями из многоскоростной модели такой среды.  Показа-

на возможность вычисления феноменологических коэффициентов в урав-

нении для вектора диффузии диспергированной фазы в диффузионной мо-

дели, если вычислены термомагнитная сила, действующая на включения в 

магнитной жидкости, и если известна сила трения, действующая на вклю-

чения. С использованием выражений для термомагнитной силы [3], [4] вы-

числены феноменологические коэффициенты  и  их комбинации в уравне-

нии для вектора диффузии. 

1. Вывод системы уравнений, описывающих движение двухфазной 
намагничивающейся среды с несжимаемыми фазами в диффузионном 
приближении. Рассмотрим двухфазную среду, состоящей из несжимаемой 

жидкости-носителя с магнитной проницаемостью 1µ  и твердых частиц с 

магнитной проницаемостью вещества 
2

µ . Далее везде нижние индексы 1, 2 

обозначают параметры жидкости и частиц, соответственно. Магнитные 

проницаемости несжимаемых фаз зависят от температуры T  и величины 

напряженности магнитного поля H . 
Введем следующие параметры, описывающие состояние рассматри-

ваемой двухфазной среды: const0

1
=ρ , const0

2
=ρ  – истинные плотности 

веществ 1-ой и 2-ой фазы, ϕ  – объемное содержание диспергированной 

фазы (2-ой фазы), ϕ−1  – объемная концентрация несущей среды (1-ой фа-

зы), ( ) 0

2

0

11 ϕρρϕρ +−=  – плотность смеси, ( ) 0

11
1 ρϕρ −=  – "размазанная" 

плотность несущей среды, 0

22 ϕρρ =  – "размазанная" плотность дисперги-

рованной фазы, 
1

v  – скорость несущей среды, 2v  – скорость диспергиро-

ванной фазы, ∑= ρρ αα /vv  – скорость смеси, ( )vvI 22 −=
2

ρ  – вектор 

диффузии 2-ой фазы, ρραα /=c  – массовая концентрация α -ой фазы. 

Будем рассматривать случай равновесно намагничивающейся среды. 

Введем понятие внутренней энергии среды и магнитного поля, рассчитан-

ной на единицу массы среды 
mU . Будем считать, что для рассматриваемой 

среды внутренняя энергия 
m

U  зависит от энтропии среды, рассчитанной на 

единицу массы 
m
s , от объемной концентрации диспергированной фазы ϕ , 

и от магнитной индукции B : 
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При этом мы неявно предполагаем, что температуры двух фаз и тем-

пература броуновского движения диспергированной фазы совпадают с 
температурой смеси. Тождество Гиббса по предположению имеет вид: 
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Здесь сделано существенное предположение о том, что производная от 

внутренней энергии по магнитной индукции равна напряженности магнит-
ного поля. Это предположение позволяет выписать связь внутренней энер-
гии с внутренней энергией в отсутствии магнитного поля и параметрами 

магнитного поля и магнитными характеристиками среды: 

( )∫+= .
,,4

0
Bs

dBB
UU

m

k

k

mm ϕπρµ
                              (2) 

Это предположение верно в случае равновесной намагниченности, когда 

( )HB Bsm ,,ϕµ= . 

Уравнения неразрывности в случае отсутствия обмена массой между 

фазами имеют вид: 

.0 div,0 div 22
2

1
1 =+

∂
∂

=+
∂
∂

vv1 ρ
ρ

ρ
ρ

tt
               (3) 

Для несжимаемых несущей и диспергированной фаз уравнения перепишут-

ся следующим образом: 

( )( ) .01 div,0 div 2 =−+=+
∂
∂

21 vvv ϕϕϕ
ϕ
t

               (4) 

Уравнения Максвелла в приближении феррогидродинамики имеют вид: 

.,0 div,0rot HBHH µ===                          (5) 

Уравнение сохранения импульса среды и поля в отсутствии внешних сил и 
малости импульса поля записывается следующим образом: 

.j
ij

i p
dt

d
e

v
∇=ρ                                         (6) 

Выделим из тензора напряжений некий шаровой тензор: 

.ijijij pgp τ+−=                                           (7) 

Теорема живых сил для рассматриваемой среды записывается обычным 
образом: 

. div
2

 div
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k
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Тождество Гиббса с учетом выше сделанных предположений дает следую-

щее выражение:                        

                       

( ) ( ). div div

4
 div
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ik

i

m
mm

vv

dt
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ds
T
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Здесь добавлено и вычтено слагаемое ( )kik

iv eq Π− div , которое вводится 

для учета теплопроводности среды и вязкости, и входящие в это слагаемое 

новые обозначения впоследствии будут определены при построении моде-

ли. С учетом теоремы живых сил и следствия тождества Гиббса получим 

следующее равенство: 
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Здесь использовано следствие полных уравнений Максвелла, связывающее 

    вектор Пойтинга HES ×=
π4
c

 и производную от магнитной индукции: 

                                                   . div
4

S
BH

−=
∂
∂
tπ

 

Сделаем далее ряд существенных предположений: 

1) ;
44

ikik
ki

ik g
BH

Π+−=
ππ

τ
HB

                                                                          (9) 

2) , div E
t

E
Q−=

∂
∂

  (10) 

                ,
2

2

SeqvQ +Π−+







++= k

ik

imE v
p

U
v

ρ
ρ    .

2

2









+= mU

v
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Тогда с учетом сделанных предположений (9) и (10) из уравнения (8) сле-

дует уравнение для энтропии: 

0 div div =∇Π+−++ ki

ik
m v

dt

d
pp

dt

ds
T

ϕ
ρ ϕvq . (11) 

Преобразуем  слагаемые ( ) v divTp , ( ) dtdTp // ϕϕ− : 
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С учетом последних двух формул уравнение для энтропии можно перепи-

сать в виде 
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Окончательно уравнение для энтропии можно записать следующим обра-

зом: 
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Используя соотношения  и  принцип Онзагера, можно получить замыкаю-

щие систему уравнений соотношения                                                    

TNLI j

ij

j

iji ∇+= ζ2 ,                                      (13) 

         
j

ij

j

ij
i MTK
T

q
ζ+∇=

2
,    ijij NM =                            (14) 

TvLgp lj

ikjlik ∇+=Π ϕ
ικ ϕ .                                (15) 

Здесь ijK  ijL  ijN  ijM  ikjlL  — онзагеровские коэффициенты, которые в 

данной теории считаются известными функциями термодинамических па-

раметров и структуры смеси, определяемыми либо из эксперимента, либо 

из каких-либо микроскопических теорий. Данный феноменологический 
вывод уравнений не позволяет вывести выражения для этих онзагеровских 

коэффициентов. В изотропной среде при наличии магнитного поля можно 

считать: 

,21 jiijij HHLgLL +=     .21 jiijij HHNgNN +=  
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В случае анизотропии среды, например, если включения имеют вытянутую 

форму (эллипсоиды вращения) и направление их длинной оси d  совпадает 

с направлением магнитного поля Hd || , то выражения для 
ij
L , 

ij
N  имеют 

тот же вид. 

Таким образом, мы получили замкнутую с точностью до коэффициен-

тов Онзагера систему уравнений, которая описывает смесь двух несжимае-

мых фаз, намагничивающихся по разным законам. Эта система уравнений 

состоит из уравнений Максвелла (5), двух уравнений неразрывности (4), 

тождества Гиббса (1), в котором заложены уравнения состояния, уравнения 

движения для смеси (6), выражения для тензора напряжений смеси (7), (9), 

выражения для внутренней энергии смеси и магнитного поля (2), уравнение 

энергии для смеси (10), соотношений, вытекающих из второго закона тер-

модинамики, и описывающих диссипативные процессы теплопроводности 

(14), диффузии (направленного относительного движения) диспергирован-

ной фазы относительно жидкости-носителя (13) и вязкости (15). 

Однако возникает трудность с явным видом выражения для внутрен-
ней энергии среды и поля, т.к. необходимо знать выражение магнитной 

проницаемости смеси как функции энтропии, объемной концентрации дис-

пергированной фазы и магнитной индукции. Обычно из эксперимента или 
теории магнитная проницаемость известна как функция температуры, объ-

емной концентрации диспергированной фазы и напряженности магнитного 

поля. 
Например, в [5] выведена формула для магнитной или диэлектриче-

ской проницаемости смеси сферических частиц при малых ϕ  ( 1<<ϕ ), это 

может быть примером зависимости µ  от ϕ  и T : 

    ( ) ( )TT
ϕ
µ

ϕµµ
∂
∂

+= 1 ,       ( )
12

1
1

2
3

µµ
µµ

µ
ϕ
µ

+
−

−=
∂
∂ 2T .                 (16) 

Эта формула верна для случая малых полей, когда ( )T1µµ =1 , ( )T22 µµ = . 

Для того, чтобы воспользоваться знанием магнитной проницаемости 

как функции температуры и концентрации диспегированной фазы, сделаем 

переход к другому термодинамическому потенциалу, зависящему от тем-

пературы, объемной концентрации диспергированной фазы и напряженно-

сти магнитного поля. 

Рассмотрим частный случай, когда магнитная проницаемость смеси 

зависит только от объемной концентрации диспергированной фазы ϕ  и 

температуры T , ( )T,ϕµµ = , и эта зависимость от ϕ  линейна 

( ) ϕ
ϕ
µ

µµ
∂
∂

+= 1 T ,     ( ) α
ϕ
µ

ϕ
µ

=
∂
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=
∂
∂

T .                                            (17) 
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Чтобы перейти к новым переменным H , T , введем новый термоди-

намический потенциал
m
F
~

                                           

πρ4

~ HB
FF mm −= , mmm TsUF −= .                   (18) 

Тождество Гиббса для термодинамического потенциала 
m
F
~

 имеет вид: 

.
44

4

~

2

0

1

0

2

πρ
ϕ

πρ
ρρ

ρ

ρπ
ϕ

ρ
ϕ

ϕ

k

k
m

k

k
mm

dHB
d

HBp
dTs

H
d

B
d

p
dTsFd

−






 −
+−+−=

=







−−−=

        (19) 

Нетрудно видеть, что из тождества Гиббса следует  

∫−=
πρ4

~~
0

k

k
m

dHB
FF .                                       (20) 

Нижним индексом 0 здесь и далее будут обозначаться термодинамические 

функции в отсутствии магнитного поля. Из тождества Гиббса (19) и выра-

жения для потенциала 
m
F
~

 (20) с учетом (17) следуют выражения для ϕp  и 
ϕϕp−  
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ρρ
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Значение ϕ
0p  вычисляется по формуле: 

          

T

F
p 








∂

∂
−=

ϕ
ρϕ 0

0 ,            ( ) ( ) ( )ϕ,0220220110 TFcTFcTFcF p++= . 

Здесь ( )ϕ,
02
TF

p
 — свободная энергия броуновского движения, рассчитан-

ная на единицу массы частиц. Чтобы вычислить ( )ϕ,02 TF p
 сделаем пред-

положение о том, что частицы в броуновском движении описываются как 

совершенный газ. При этом верны равенства ( n , m — масса частицы, число 

частиц в единице объема): 
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m

kT

m

mnkT
nkTpp

2ρ=== . 

Свободная энергия броуновского движения равна: 
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Используя полученный результат, вычислим ϕ
0p : 
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Используя полученные выше выражения для ϕ
0p , выпишем окончательные 

выражения для ϕϕp−  и 0

2
ρϕp  
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В уравнение движения для смеси (6)  входит  слагаемое 
ϕϕ pp − , которое 

можно записать следующим образом: 
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Вычислим ζ , которое по определению равно 

T
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T
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−
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ρ
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С учетом выражений для 
0

2ρ
ϕp , 

*p  и xp  получим явное выражение для 

ζ : 
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Используя (17), (6) и формулу для 
ϕϕpp − , выпишем уравнения движения 

для смеси (без учета вязкости) 
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( ) 1
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Можно показать, что верно равенство: 
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В итоге получим  уравнение движения и выражение для вектора диффузии 
в следующем виде 
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        (22) 

2. Двухскоростная модель дисперсной среды в случае, когда маг-
нитная проницаемость смеси зависит от температуры и объемной кон-
центрации диспергированной фазы. Рассмотрим вывод многоскоростной 

модели в случае двухфазной смеси, когда магнитная проницаемость смеси 

зависит от температуры и объемной концентрации диспергированной фазы. 

Температуры фаз предполагаются одинаковыми. Объемная концентрация 

диспергированной фазы мала. При этом можно считать, что магнитная 

проницаемость смеси линейно зависит от объемной концентрации диспер-

гированной фазы: 

( ) ( )TT
ϕ
µ

ϕµµ
∂
∂

+= 1  

Будем рассматривать случай малых чисел Пекле, когда теплопроводность 

смеси достаточно большая и температура смеси удовлетворяет уравнению 

Лапласа: 

0=∆T . 

Данный случай нас интересует, т.к. в этом случае в [3], [4] вычислена тер-
момагнитная  сила  взаимодействия  между  включением  и  несущей  сре-

дой, связанная с неоднородностью температуры. 
Уравнения неразрывности и уравнения движения в многоскоростном 

приближении имеют вид: 
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0 div 2 =+
∂
∂

vϕ
ϕ
t

,    ( )( ) 01 div 21 =−+ vv ϕϕ , (23) 

gFfe
v

111211
11

1 ρτρ ++−∇+−∇= mi

ik

kcp
dt

d
, (24) 

gFfe
v

22212
22

2 ρτρ +++∇+−∇= mi

ik

kp cp
dt

d
. (25) 

Здесь индексом 1 и 2 обозначены параметры, относящиеся к несущей жид-

кости и к твердым частицам, соответственно, 
ij

τ  — тензор вязких напря-

жений в жидкости, pp  — давление частиц, связанное с броуновским дви-

жением, 
12

f  — сила, действующая на частицы со стороны жидкости, 
m1

F , 

m2
F  — силы, действующие на несущую жидкость и на частицы со стороны 

магнитного поля. 

Мы будем рассматривать движение смеси, в которой сила взаимодей-

ствия между фазами 
12

f  и сила Стокса равны: 

TMSp FFf ++∇−= 112 ϕ ,   ( )
jj

ij

S

i

S
vvLF

12
−−= . 

Рассмотрим сумму левых частей уравнений движения (24), (25): 

iikku
dt

d

dt

d

dt

d
e

vvv
∇+=+ ρρρ 22

2
11

1
,           ( ) ( )

kiiku 2121
2 vvvv −−= 1

ρ
ρρ

. 

Если ( ) ( ) kiki
vv221212 ρρρ <<−−1 vvvv  или ( ) 222

212 vρρρ <<−1 vv , то  

                                           
dt

d

dt

d

dt

d vvv
ρρρ ≈+ 22

2
11

1
. 

Из суммы уравнений движения для двух фаз следует уравнение движения 
для смеси, которое в пренебрежении слагаемых, пропорциональных квадра-

ту разницы скоростей фаз, имеет вид: 

( ) gFFe
v

ρτρ +++∇++−∇= mmi

ik

kppp
td

d
211

. (26) 

Рассмотрим разницу уравнений движения фаз, поделенных на соответст-
вующую плотность: 
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Если 02211 ≈−
dt

d

dt

d vv
, то можно получить выражение для силы взаимо-

действия 
12f : 
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Из этого равенства нетрудно получить выражение для силы Стокса: 
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Используем тождества: ( ) ( )12
21

222 vvvvI −=−=
ρ
ρρ

ρ , и получим равен-

ство: 

                                                
j

SSiji FLI
ρ
ρρ 211
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−−= . 

Из выражения для силы Стокса и соотношения между силой Стокса и век-

тором диффузии следует выражение для вектора диффузии: 
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3. Вычисление феноменологических коэффициентов в диффузи-
онной модели. Уравнение движения для смеси и выражение для вектора 
диффузии в диффузионной модели имеют вид: 
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Выражения для коэффициентов 
1
L , 

2
L , 

1
N , 

2
N  не известны. Вычислить 

эти коэффициенты можно из сравнения этих уравнений с аналогичными 

уравнениями, полученными из многоскоростной модели, учитывающей 

выражение для термомагнитной силы. 

Уравнение движения для смеси и выражение для вектора диффузии, 

полученные из многоскоростной модели, учитывающей выражение для 

термомагнитной силы, имеют вид: 
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Рассмотрим случай сферических частиц, когда 
ij

S

ij

S gLL =  и 

( )HHF TkTkTM ∇+∇= 21  [3]. При этом из сравнения уравнений (28), (29) 

следует: 
2

21
1 








−=

ρ
ρρ

SL

T
L ,         02 =L , 

,,
8

1

8

1

~

2

5

2

21

1
2

2

1

2

0

2

0

1

0

2

0

1

0

2
12

1
1

21

1
1

k
T

L
N

H

dT

dH

TdT

d

T

p

m

k
cc

T

L
k

T

L
N VV

ρρ
ρ

π
µ

ρπ
αα

ρ

ρρ
ρρ

ρρ
ρ

=



−







 −+





+

−
−+−−=

 

π
αϕ

8

2

2

H
m ∇=F ,  T

H

dT

d
m ∇−=

π
µ

8

2

1

1F . 

Рассмотрим случай вытянутых вдоль поля частиц, когда 
2

21 HHHLgLL jiSijSSij += , 
2*

2

*

1

1 HHHLgLL jiSijSSij +=−
. Термомаг-

нитная сила, действующая на эллипсоидальные частицы, вычислена в [4] 

для случая T∇||H : 

TkTM ∇= 3F . 

При этом мы можем определить следующие коэффициенты и их комбина-

ции: 
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В этом случае не удается узнать коэффициенты 
1N  и 

2N  по отдельности. 

Выводы. 
1. Методами термодинамики необратимых процессов получена диф-

фузионная модель двухфазной намагничивающейся жидкой среды, учиты-
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вающая термодиффузию диспергированной фазы, которая связана с 

броуновским движением и с термомагнитной силой, действующей на дис-

пергированную фазу. Эта модель содержит неизвестные феноменологиче-

ские коэффициенты. 

2. Выписывается и упрощается (в диффузионном приближении) мно-

госкоростная модель такой среды, учитывающая термомагнитную силу и 

броуновское движение диспергированной фазы. Выписывается уравнение 

для смеси и уравнение диффузии, в которых, если известны термомагнит-

ная сила и сила Стокса, то неизвестны только магнитные силы, действую-

щие на каждую фазу. 

3. Из сравнения уравнений движения для смеси и уравнений для век-

тора диффузии, полученных двумя способами в случае, когда известны 

термомагнитная сила и сила Стокса, показано, что можно определить все 

неизвестные коэффициенты и магнитные силы, действующие на фазы.  В 

настоящее время термомагнитная сила вычислена для произвольного на-

правления магнитного поля и градиента температуры только для сфериче-

ского тела. Для вытянутого сфероида термомагнитная сила вычислена в 
случае, когда магнитное поле параллельно градиенту температуры. Поэто-

му для смеси вытянутых сфероидальных частиц в жидкости можно вычис-

лить только некоторую комбинацию неизвестных констант. 

Работа проведена при финансовой поддержке РФФИ (01-01-00010). 
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